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Simon Sadovsky

Pozndmka 1. Je uplne v poriadku pokial sa na zaéiatku stadia FoJakov trocha ,stracate vo
formalizmoch® a mate problémy ¢&itat a pisat FoJu poriadne. Avsak nie je vobec v poriadku,
ak to tak ostane do konca semestra. Pisat matematicky text korektne a zrozumitelne vyZzaduje
tréning, jednoducho si to treba odmakat.

Ako si mozete viimnit v uvedenom priklade, prelina sa tam beZne ¢itatelny text a matematické
formalizmy. Nakolko kedy zvolit beZny text a kedy formalizmus je tak trochu kumst. Ciel'om
formalizmov je matematicky text sprehl'adnit, zjednodusit jeho &itatel'nost a zaroven
napomobct jeho jednoznaénosti.

Taktiez uvadzam zopar ekvivalentnych Standardnych formulacii, ktoré sa pri textoch ohla-
dom (bezkontextovych) gramatik ¢asto vysktuju. Predpokladame, Ze pracujeme s bezkontextovou
gramatikou G = (N, T, P, 0).

e Ak piSem ,Nech u € (N UT)* také, ze 0 =% u“ je to to isté ako ,Nech u je vetna
forma gramatiky G“. Pre lepSiu zrozumitelnost méZem pouZit aj formulaciu ,,Nech
u je vetna forma, ktort dokdZem odvodit v gramatike G.“ Ak je z kontextu zjavné, ze
pracujeme prave s gramatikou G a nie inou, méZem pouZit ,Nech u € (N UT)*
také, ze o =" u“.

e Ak piSem , o :>g u*, je to to isté ako ,u je vetna forma gramatiky G odvodena na k
krokov“. Ak je z kontextu zjavné, ze pracujeme prave s gramatikou G a nie inou,
moézem pouzit aj .0 = u“, €o je to isté ako ,u je vetna forma odvodena na k krokov*.

e Ak piSem ,0 =, w", je to to isté ako ,existuje odvodenie slova w v gramatike G*. Ak je
z kontextu zjavné, %e pracujeme prave s gramatikou G a nie inou, mdéZem pouZit
aj ,,o0 =" w" ¢o je to isté ako ,existuje odvodenie slova w*.

e Ak pisem w € T*, je to to isté ako ,w je terminalne slovo gramatiky G“. Ak je z
kontextu zjavné, Ze pracujeme prave s gramatikou G a nie inou, méZem pouZit
aj ,,w je terminalne slovo“.

e Ak piSem 0 — ¢ € P, je to to isté ako ,gramatika G obsahuje pravidlo o — &“. Ak je z
kontextu zjavné, %e pracujeme prave s gramatikou G a nie inou, méZem pouZit
aj ,, Existuje pravidlo o — €“.

Zéaroven upozoriiujem, Ze tento zoznam ,konverzii formalizmov na slovenéinu® nie je zd'aleka
aplny. NavySe aj horeuvedené formélne zapisané formulécie sa v slovenéine daji povedat zrozu-
mitelne a jednoznaéne aj inym sposobom, ako uvedenym.

Uloha 1. Zostrojte bezkontextovii gramatiku generujiicu jazyk
L={a"b" | n €N}
Spravnost svojej konstrukcie poriadne dokazte.
Dokaz. Definujeme bezkontextovi G = (N, T, P,0), kde N = {c}, T = {a,b} a
P={c — aob]|e}.

Teraz potrebujeme dokazat, Ze plati L(G) = L. Rovnost dokadZeme dvoma inkltziami.



: Najprv dokdzeme nasledujtice pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 1. KaZdd vetnd forma, ktori dokdZeme v gramatike G odvodit je jedného z nasledugjicich
tvarov:

(i) a"ob"™ kde n € N
(ii) a™b"™ kde n € N
Indukciou na dizku odvodenia.

1°: Nulakrokovym odvodenim dokaZeme odvodit iba vetna formu o. Téato vetna forma je tvaru
(i) pre n = 0.

2°: Nech k € N. Predpokladajme, Ze kazda vetna forma gramatiky G odvodena na nanajvys k
krokov je jedného z tvarov (i) alebo (ii). Nech pre u € (N U T)* plati ¢ =**! u. Potom
musi existovat v € (N UT)* také, Ze plati 0 = v = u, neformdlne v je ,vetnd forma
odvodend tesne pred u“. KedZe vetna forma v je odvodena na k krokov, plati o nej indukény
predpoklad, teda musi byt tvaru (i) alebo (ii). Ak by v bola tvaru (ii), tak by neobsahovala
7iaden neterminal a teda by sa z nej nedal spravit dalsi krok odvodenia. Teda v musi byt
tvaru (i). To znamen4, Ze existuje m € N také, ze v = a™ob™. Teraz skimajme posledny krok
odvodenia v = u. Mame dve moznosti aké pravidlo v iom pouZit, postupne ich rozoberieme:

e Pouzijeme pravidlo ¢ — acb. Teda posledny krok odvodenia vyzera takto: a™ob™ =
a™ g™tV tomto pripade teda dostavame, Ze plati u = a™1ob™ L. To znamena,
Ze u je tvaru (i) pre n =m + 1.

e Pouzijeme pravidlo ¢ — e. Teda posledny krok odvodenia vyzera takto: a™ob™ =
a™b™. V tomto pripade teda dostavame, Ze plati u = a™b™ pre n = m. To znamena,
7e u je tvaru (ii).

Kedze iné pravidla sme pouZit nemohli a v kaZdom z moZnych pripadov sme dokazali, Ze
vetna forma u je jedného z pozadovanych tvarov, tak dokaz Tvrdenia 1 je hotovy.

Teraz prejdime k dokazu L(G) C L. Nech w € L(G). Teda ¢ =* w. Potom podla Tvrdenia 1
musi platit, Ze w je jedného tvarov (i) alebo (ii). KedZe w € T* a vetné formy tvaru (i) obsahuju
netermindl o, tak nutne w je tvaru (ii). Teda existuje n € N také, ze w = a"b". Teraz uz zjavne
w e L.

: Najprv dokdzeme nasledujiice pomocné tvrdenie.
Tvrdenie 2. Nech n € N. Potom 0 =* a"cb".

Indukciou na n.

1°: Nech n = 0. Potom trivialne plati o =* o.

2°: Nech n € N také, ze n > 1. Podla IP plati 0 =* a" 'ob"~!. KedZe gramatika G obsahuje
pravidlo ¢ — acb, tak plati a" lob" ! = a"ob". Dajtc dokopy predchadzajice dostavam
o= a"lob" ! = a"ob”, teda plati o = a"ob™.

Teraz prejdime k dokazu L C L(G). Nech w € L. Teda existuje n € N takeé, ze plati w = a™b".
Podla Tvrdenia 2 plati o =* a"ob". KedZze 0 — ¢ € P, tak plati a"ob™ = a™b". Dajtuc dokopy
predchadzajuce dostavame o =* a™ob™ = a™b", o znamena, ze w € L(G) a dokaz je hotovy. O



Pozndmka 2. Tvrdenia typu L = L(G) standardne dokazujeme pomocou dvoch inkltzii ako sme
aj videli na priklade. Je dobré si uvedomit nasledovné.

V pripade inklazie L(G) C L dokazujeme, Ze gramatika nam nevygeneruje ni¢ zlé¢ vzhladom
na to, ¢o by sme od nej chceli. Pozitivne povedané, vSetko ¢o gramatika generuje je OK. To sme
spravili tak, Ze sme nejak popisali vSetky moZné odvodenia, ktoré tato gramatika dokaZe spravit
a ukazali sme, Ze kazdé z nich je OK.

V pripade inklazie L C L(G) musime ukazat, Ze kazdé slovo, ktoré jazyk L obsahuje, dokédZeme
v gramatike G vygenerovat. To sme spravili tak, ze pre kazdé slovo z jazyka L sme zostrojili
odvodenie v gramatike G.



